Matematica Discreta - Ejercicios

UNCPBA

Cursada 2017

Notacion:

e N: Conjunto de ndmeros naturales (sin el 0).

Np: Conjunto de niimeros naturales (con el 0).

Z: Conjunto de niimeros enteros.

Q: Conjunto de nimeros racionales.

R: Conjunto de nimeros reales.

C: Conjunto de nimeros complejos.

1  CoNJUNTOS, FUNCIONES, RELACIONES

RECOMENDACION GENERAL: En todos los ejercicios que siguen, se recomienda esbozar un grafico, o un esquema,

o un diagrama, para apoyar graficamente la resolucién del problema.

1.1 CONJUNTOS

1. En cada caso, para el conjunto universal U que se indica, probar que las proposiciones dadas son falsas exhibiendo un
contraejemplo, es decir, exhibiendo un valor de € U tal que la proposicién afectada por el cuantificador V es falsa

(o equivalentemente, demostrando que la negacién es verdadera para todo x de U).

a) U=R; Vz[-|z+ 1| <0].
b) U = Ny; VaVyly > 1 — z].
c) U =R, VzIylzy = 1].
d) U =R, Vz[(z - 3)% < z].
e) U=N,; Vn[n>2"Vn=n/2|
f) U =N, Vavy3z[ £ =1].

En cada caso discutir si es posible redefinir U (es decir, cambiando el conjunto universal por otro), tal que la

correspondiente proposicidn resulte verdadera.
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2. Dado el conjunto

C={0,{0},{0,{0}},NU{r},{a,b,c},a,b,d}

a) Indicar el nimero de elementos de C'y listar todos sus subconjuntos con 0, 1, 2 y 3 elementos.
b) Esbozar un procedimiento para hacer la lista de todos los subconjuntos.

c) Si un conjunto A tiene n elementos, jcudntos elementos tiene P(A), el conjunto de subconjuntos (o de partes)
de A7

. Dados conjuntos A, B, C, probar que:

a) AcCByBcCcC=AcC

Esta situacion se denota abreviadamente:
AcC BcC.

b) Explicar en detalle la cadena de contenciones:
{1} cNCcNyCcZcCcQcCcRCcC,

atendiendo a la definicién de estos conjuntos numéricos.

. Dados subconjuntos A, B, C, de un conjunto universal U, verificar las Leyes del Algebra de Conjuntos. Puede usarse

el Principio de Dualidad.

. Se dan los conjuntos:

P={neN:nespar}

M = {n € N:n es impar}
I={zeR:-1<z<1}
My ={neN:nesimparyn< 31}

P, ={n € N:nes paryn =5k, algtin entero k}

Describir los siguientes subconjuntos de R. En cada caso verificar si es posible que el subconjunto estd contenido en
N.

PNM
PUM

P—(PNI)

(My—P)NI
PAM

)
)
)
)
e) TUN
)
)
) IAN
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) N—(R—1T)

6. Dados conjuntos A, B,C, D, probar que:

ACB<—= ANB=A<= AUB=B<«<= BCA.
AAB=()<+<= A=B.

a)
)

¢) AN(BAC) = (ANB)A(ANC)
)

b

d) AA(BAC)=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO)
AA(BAC) = (AAB)AC.
e) AABACAD =

(AnNBNnCND) U (AnBNCND) U
(AnNBNCND) U (AnNBNCND) U
(AnBNnCNnD) U (AnBNCND) U
(AnBNnDND) U (AnBNCND)

f) A partir de d) y e) inferir una ley de formacién para escribir A AAsA -+ - AA,, en términos de uniones, intersecciones

y complementaciones, para todo n = 2,3,4,5, ....

g) Dar un argumento que pruebe el siguiente hecho: la diferencia simétrica de n conjuntos A;, As, ..., A, consta

de aquellos elementos = que estan presentes exactamente en una cantidad impar de dichos conjuntos.

. Dados conjuntos A, B, C, probar que:

a) (AUB)xC=AxCUBxC

b) (ANB)xC=AxCNBxC

) (A-B)xC=(AxC)—(BxC(C)
)

d) Ax (BAC)=(AxB)A(Ax ()

. Para las siguientes familias (A;);cr que se indican, calcular (J;c; Ai y ;cs Ai-

a) I ={4,5,6,10}; A; = {d € N : d divide a 7}.
b) I=N; A; ={1,2,...,i}.

o) I=N; A; = {i} x {i}.

d) I=N; A; = [i,00).

e) I=N; A =(—7, )

)

f) I =R; A; es el circulo cerrado en el plano R? de radio i? con centro en (0,0).

. Dada una familia indexada de conjuntos (A4;);cs, con un conjunto de indices I, y dado un conjunto B, siendo todos

ellos subconjuntos de un conjunto universal U, probar las leyes distributivas y de De Morgan:
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1.2 FUNCIONES

1. Para cada una de las funciones f que se den a continuacidn, verificar que, en efecto, estan bien definidas como tales,

describir los pares de Gr(f) y bosquejar cuando sea posible. En cada caso, calcular Im(f).

a)
0, sizelZ,
f.R—>{O71}’f(x):{1’ siz & 7.
b)
fiN={0,1}; f(z) = {(1) i
, Sl .z esimpar.
<)
f1Z—Z; f(m)=m— L
d)
[R5 R; f(z) = |z].
e)
f:R”f{O}%R”;f(f):%‘

f) Dado un a € Z prefijado, analizar los distintos posibles casos:
fiR=Z; f(z) = |az].

2. Calcular los valores de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

a)

fle)=[z]-lz]; x€R
b)

fl@)=1[3z]—|z]; =z€R
<)

[z]
f(a:)z {fJ, r=mr=¢e,x=n! (n=2,3,4).

d)

Lz
f(x):zrr-‘, r=mx=e,x=nl (n=2,3,4).

3. Calcular todos los & € R que verifican:

a

5lz| = [3x].
b) 7[3xz] = |Tz].

o) le+7]=|z]+T7.

)
)
)
d) 3[z] = [3x].
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4. a) Sean A un conjunto con n elementos y B un conjunto de m elementos, calcular cudntas funciones inyectivas se

pueden definir de A en B, y cudntas biyectivas.

b) Listar todas las funciones f : {1,2,3} — {1,2}, y todas las funciones f : {1,2,3} — {1,2,3} indicando cudles

son inyectivas y cudles suryectivas.

c) Para las siguientes permutaciones del conjunto {1,2,3,4,5,6}, hallar todos los productos, las inversas, y las

inversos de todos los productos.

=

I

N\

—_ =
N NN O
W oW wow
(ST OGN O
[S213K<; BN NG, BN

(S W=

N

N
T=\2

5. Dados dos conjuntos A, B, y una funcién f : A — B, para cada una de las proposiciones que se dan a continuacion,

indicar si alguna de ellas equivale a alguna o ninguna de las siguientes propiedades de f o su negacidn:

{i} f estd bien definida.
{ii} f es inyectiva.
{iii} f es suryectiva.

{iv} f es biyectiva.

a) V€ A(3ly € B[f(z) = y]).
b) 3z € A(Vy € B[f(x) #y)).
c) Vo€ A(Yy € Bf(z) =y)).
d) Vo € A(3y € B[f(z) = y)).
e) Vo € A(Vy € A[f(z) = f(y) = = = y]).
f) Vo € A(3y € B(3z € B[f(z) =z =y])).
g) Yy € B(3z € A[f(z) =y]).

h) 3z € A(Fz € Az # 2 A f(z) = f(2)]).
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6. Dadas las siguientes funciones

fi:N—= {11} fi(n) = (=1)"
f2iR= {0} + B, fal) = =
f3:R—>R; f3(z) = [=].
fi:R—=R; fa(z) = |z].
f5 0 [-1L1] = R f5(2) = |2|.
fo i R—[0,1) > R folw) = ﬁ
fr:R =7 f2(z) = [[=]].
fs : R —Z; fa(2) = [[z]]-

i) Para cada par ¢, j, indicar cudndo esta definida la composicién de funciones f; o f; (es decir, cudndo se cumple
Im(f;) € Dom(f;)).

i) Calcular:

a) fi{3™+5:m eN})
b) f3([0,1])
¢) f7([=3.5,12))

d) fr({1})

g) fs(~N) (aqui —N representa los enteros negativos).
h) f5'([0,1])

i) f2(R>0)

i) fe([=3: 3D

k) fso fi(N)

N fs ' ({=3})

7. Probar que cada una de las funciones que siguen son biyectivas y calcular sus inversas:

a) f:R>_1 = Ryo;
b) f:R - R;
f(m) =m? —1.
o ftR-{-1} >R-{1}
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d) f:R2 - R
flz,y) = Bz + 2y, —y).
e) f:R— Rxg;
Fla) = 2°.
f) f:R—Z;
f(@) = Tlz]].

8. Dados los conjuntos A, B, C, y las funciones f: A— By g: B — C, probar:

a) Si fy g son ambas inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

b) Si f y g son ambas suryectivas, entonces g o f es suryectiva.
d) Si go f es suryectiva, entonces g es suryectiva.

)
)
c) Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva.
)
e)

Mostrar con un ejemplo que si g o f es biyectiva, entonces no necesariamente f es biyectiva o g es biyectiva.

9. Dados dos conjuntos A, B, una funcién f : A — B, una funcién g : B — C; si A;, As, son subconjuntos de A; si
Bji, B, son subconjuntos de B; y C es subconjunto de C'; probar que:

a) f(A1NAz) C f(Ar1) N f(A2).
b) Mostrar un contraejemplo en el que la inclusién siguiente sea falsa:
f(A) N f(Az) C f(A1N Ag).
f(A1UAy) = f(A1) U f(Ag).
“HB1UBy) = [TH(B) U fH(B).
“HBiNBy) = [~HB) N fH(B).
(go f)HC1) = fH g™ (C)).
f(f71(B1) = Binlm(f) C By.
Deducir del item anterior que si f es suryectiva, entonces:
f(fH(B1)) = Br.
i) A1 C fHf (A1)
j) Exhibir un contraejemplo en el que la siguiente inclusién sea falsa:

F7Hf(A) € Ar

c
d
e

f

g

) f
) f
) f
)
)
h)

10. Mostrar una biyeccidn entre:

a) Los enteros positivos y los enteros negativos.
b) Los enteros no negativos y los enteros negativos.

c) Los enteros pares y los enteros impares.

11. Dar ejemplos de funciones f : Z — Z tales que:



1 CONJUNTOS, FUNCIONES, RELACIONES 8

a) f es inyectiva pero no suryectiva.
b) f es suryectiva pero no inyectiva.

c) f es biyectiva y distinta de 17.

1.3 RELACIONES

1. Dados un conjunto M y una relacién R C M x M definida en M, en cada uno de los casos siguientes averiguar si

R es reflexiva, simétrica, antisimétrica, y/o transitiva.
a) M =N; R ={(m,n): m+n es par}.

b) M =Z; R = {(m,n) : 2 divide a m — n}.

) M =R; R={(z,y) : x <y}

d) M =R, R={(z,y) : =y}

e) M =7; R={(z,y) : x divide a y}.

f) M=27Z;R={(z,y): [z —y| <2}

g) M =R R={(z,y):z=[y]}.

h) M =R, R={(zy) : [z] = [y]}-

) M=R;R={(m,n): <y}

HDM=R R={(m,n):z—yeqQ}

2. Dados un conjunto M y una relacion R C M x M en M, definimos la relacién inversa de R como:

R ={(z,y): (y,z) € R}.

Para cada una de las relaciones R definidas en el Ejercicio 1, hallar R 1.

3. Dados un conjunto M y una relacién R C M x M en M, demostrar o refutar cada una de las afirmaciones siguientes:

a) RNR~L

b) RUR™ =M x M.

c) (R°H =R

Si R es simétrica, entonces R~! es simétrica.

)
)
)
d) Si R es reflexiva, entonces R~ es reflexiva.
e)
)

f

Si R es antisimétrica, entonces R~! es antisimétrica.

4. Dados un conjunto M vy dos relaciones Ry C M x M, Ry C M x M, en M, probar o refutar cada una de las

afirmaciones siguientes:
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a) Si R1 y Rs son reflexivas, entonces:

i) R1UTR; es reflexiva.
i) R1N R es reflexiva.
b) Si Ry y Rs son simétricas, entonces:
i) R1UTRy es simétrica.
i) R1NR2 es simétrica.
c) Si Ry y Rs son antisimétricas, entonces:
i) R1UTR; es antisimétrica.

i) R1N Rz es antisimétrica.

5. Dados los siguientes conjuntos M vy las relaciones ~, probar que:

i) ~ es relacién de equivalencia,
ii) para cada a € M: describir [a], la clase de equivalencia de a, y

iii) hallar un conjunto de representantes (es decir describir el conjunto cociente M/ ~).

a

b

M =7Z; n~m <= n es par.

M=Rz~y<=z=y.

d

e R, (z,y) ~ (2,t) &=z = 2.

)
)
Q) M =R;z~y<|z|=]y
)
) M
f)

M=R;z~y<=3IN£0[y = \z].

6. Sea M ={Q,0,1,2,a,b}. Se define en M un ordel total < como:
@<0<1<a<bh.

a) Ordenar las siguientes palabras en el orden lexicografico, y en el orden lexicografico inverso (el caracter @ representa

el espacio en blanco y no se escribe).

2a aaaaaa 10
210 20a al0b2
10a2ba Oaaaa 2aal
bbba 21 100

b) Definir en M el orden inverso al dado y realizar la misma tarea que en el inciso a).

7. Sea M = Z* x Z* y consideremos en ese conjunto al orden lexicografico.

Diga si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:

a) (2,12) < (5,3).
b) (4,8) < (4,6).
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c) (15,3) < (12,64).
d) (3,6) < (3,24).

8. Sea M ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Se define en M un orden parcial por el diagrama:
6 7

I

/N
5 (\9

i) Hallar los elementos maximales y los elementos minimales de M.
iExisten maximos o minimos?

ii) Para cada uno de los subconjuntos de M que se indican, hallar cotas superiores e inferiores y, cuando existan,

supremos e infimos, indicando cuando son maximos o minimos.
a) {1,2}

b) {9}

c) {2,5,7}

d) {10,2}

e) {6,7}

f) {5,7,10}

g) {15}

h) {3}

iii) Definir en M un orden que convierta a M en un reticulado, pero que no sea un orden total.
9. Demostrar que un conjunto totalmente ordenado es un reticulado.
10. En el conjunto de numeros naturales N, se define una relacién < por:

m y n son de la misma paridad y m < n
m<n: .
mesimpary m<n

a) Probar que < es una relacién de orden parcial en N.

b) Probar que (N, <) es un reticulado.

Sugerencia: Primero hacer un diagrama de Hasse.

11. Se define la relacién ~ en Z de modo que n ~ m si n? — m? es miiltiplo de 2.

a) Probar que ~ es relacién de equivalencia.
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12.

13.

14.

b) Para cada m € Z, calcular [m], la clase de equivalencia de m.

Clausura transitiva de una relacion.

Sean M un conjunto y (R);cs una familia de relaciones R; C M x M, indexada por un conjunto de indices I.

a) Demostrar que: si para todo i € I la relacién R; es transitiva, entonces [);.; R; es transitiva.
b) Dada una relacién R € M x M en M, probar que existe una relacién transitiva R’ en M tal que R C R’.

c) iEs verdad que la familia (R;);c; de todas las relaciones transitivas en M que contienen a R es no vacia?
¢Es verdad que la relacién R = (,.; R; es transitiva y contiene a R?

Llamemos a R =),

i1 Ri la clausura transitiva de R.

Demostrar que si R’ es una relacién transitiva tal que R C R/, entonces R C R'.

[Es decir que R es la menor relacién transitiva que contiene a R.]
d) Hallar la clausura transitiva de las siguientes relaciones:
M ={a,b,c,d,e}; R ={(a,b),(c,d)}.
M ={a,b,c,d,e}; R ={(a,d), (e, f}.

D)
i)
i) M = {a,b,¢,d,e}; R = {(a,d), (d, a), (a,e)}.
iv) M=N,R=NxN-={(n,n):neN}

Dados los conjuntos A, B, y la relacién F C A x B, que se dan abajo en cada caso, determinar cudndo F' define una
relacién funcional. Si no lo define, hallar un subconjunto A" C A, maximal, tal que F’ = {(a,b) € F;a € A’} defina

una relacién funcional:

i B=7; F={(m,m?) :meZ}.

a) A=R; B=Rso; F={(x,22) : z € R}.
b) A=R; B=Rsp; F={(x,22) : z € R}.
Q) A=R; B=R; F={(z,1):2 ¢ R,z #0}.
d) A=R; B=7; F = {(z,|z]) : z € R}.

) A=R

) A=R

(,
(
(
; B=R; F = {(2%,2) : v € R},

Dados dos conjuntos A, B, y una funcién f : A — B, se define una relacién ~; en A, mediante:

a~; bsi, ysélosi, f(a) = f(b), para cada a,b € A.

a) Probar que ~; define una relacién de equivalencia en A.
b) Probar que es posible definir una funcién f : A/ ~;— B, que llamaremos la funcién inducida por f, mediante:
f([a]) = f(a), para cada clase de equivalencia [a] € A/ ~.
Nota: Se requiere comprobar que f es, en efecto, una funcién, lo cual obliga a que se cumpla el requisito de

unicidad de la imagen. Tener en cuenta que una clase de equivalencia en general tiene muchos representantes

distintos.
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2 NUMEROS ENTEROS

2.1  DIVISIBILIDAD
1. Dados a,b,c € Z, sefialar cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cudles son falsas. Sin son verdaderas,
demostrarlas, si son falsas dar un contraejemplo.

Ademas discutir si siguen siendo verdaderas o falsas al restringirlas a los enteros positivos.

2. Sean a un entero y D(a) el conjunto de todos los divisores positivos de a:
D(a)={d€Z:d>0Ad|a}.

a) Listar los elementos de D(a) para a = 0,1,2,4,17,102, 15°.
b) Probar que, para todo a € Z: D(a) = D(—a), y que |a|] € D(a).
c) Probar que, para todos los x,a € Z, x € D(a) = D(z) C D(a).
En palabras: “si x es divisor positivo de a, entonces todo divisor d de x también es divisor de a".
d) Sea a € N. Se define f : D(a) — D(a) por f(x) = a/x, para cada = € D(a). Probar que f es biyectiva.
e) Sea a € N. Probar que hay a lo sumo dos elementos = € D(a) que verifican « > a/2.

f) Calcular D(a) N D(b) en los siguientes casos:

a=1,b=0.
a=10,b=>5.
a=20,b="175.

g) Se define en D(a) una relacién < por:
x <y < x|y, todo z,y € D(a).
Probar que < es una relacién de orden parcial en D(a).

Porbar que |a| es maximo en D(a) para este orden. Dibujar diagramas de Hasse para este orden cuando a =
1,2,4,10,12,16.

3. Dados a,m € N, a < m, hallar la cantidad de multiplos de a que son positivos y menors que o iguales a m.
4. Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderas Vn € N:
a) 3|n3 —n+3.
b) 4]5™ — 1.
c) 11|9- 276"+ 4+ 1.
d) 9|(10"*! +3-10™ 4 5).
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5. Sean a,b € Z, n € N, probar que:

a) Vn e N:a—bla" —b".
b) Vn e N : (CL =+ b>|(a2” _ b2n).
c) Vn e N: (a+b)|(a®F + b2 H).

De estos incisos, deducir los siguientes:

d) Vn € N,n par: 10|(7" — 3™).
d) Yn e N: 47" — 3"

d) Vn € N,n impar : 10[(7" + 3™).
d) Vn € N,n impar : 4/(3™ + 1).

6. Demostrar los siguientes enunciados:

a) Dados n enteros consecutivos, n > 1, alguno de ellos es divisible por n.

b) Dado n > 1, n! divide al producto de n enteros consecutivos cualesquiera.

7. Calcular el cociente y el resto de dividir a por b en los siguientes casos:

8. Si el resto de dividir el entero a por b es r, calcular en cada caso el cociente ¢ al dividir ¢ por b.
a) c=2a,b=T7,1r=5
b) c=7a+1,b=7,r=5
c)ec=1—-a,b=2,1r=0

2.2  CAMBIO DE BASE

1. Hallar los desarrollos en base 2 (2-ddico, binario), base 8 (8-adico, octal) y base 16 (16-adico, hexadecimal) de:
4,8,15,16,42, 256, 210.
Hallar el desarrollo en base 3 (3-adico) de: 16, 124710.

2. Hallar el desarrollo en base 5 (5-4dico) de:

(4350)s + 10z — 1, donde x = (1010)5.
3. Hallar la base s tal que: (237), = 196.

4. Hallar la base s tal que: (173)s es un cuadrado perfecto.
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2.3 MAxiMO COMUN DIVISOR Y NUMEROS PRIMOS

El méximo comdin divisor de dos niimeros enteros a y b se denota (a : b) (o bien mcd(a,d)).
1. En los siguientes incisos, hallar (a : b) y expresarlo como combinacién entera de a y b:

a) (24:331)

b) (31:101)

C

) (
) (
) (111 :73)
) (=

d) (—13:17)

2. Hallar soluciones de las siguientes ecuaciones diofanticas lineales:
a) 10z + 5y = 23
b) 51z + 219y = 36
c) 2"z + (2" + 1)y = 3" (todo n € N)

3. Resolver los siguientes problemas:

a) Al ndmero 1630 se lo escfibe como suma de dos ndmeros enteros, uno de ellos es miiltiplo de 101 y el otro da 70,
icudl es la expresion general de esos nimeros?
b) Los productos A y B cuestan $150 y $135 la tonelada. ;jQué cantidades enteras de ambos pueden comprarse con

$6000?
4. Probar que, dados a, b, ¢ € Z tales que (a : b) = 1, entonces:
a) albc = alc
b) alcy blc = abc.
c) Ahora suponer que (a : b) # 1y dar contraejemplos de los enunciados de los incisos anteriores.

5. Hallar todos los niimeros primos (positivos) p tales que p < 200.
Determinar cuéles de los siguientes niimeros son primos: 101, 103, 264 — 1.
6. Si se sabe que py p+ 1 son primos, jqué nimero es p?
7. Probar que n* +4 no es primosin € N, n > 2.
8. Sean a,b € N, p,q primos. Probar:
a) pla? = pla.
b) p*|a® = pla.

c a, qgla = pq|a.

2=V =a=0b=1.

)
)
)
d) b2\a = bla.
e)
)

f) pa? =qgb®> = p=g¢q.

9. Caracterizar los pares de niimeros enteros a, b, tales que verifiquen a? = b2
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10. Probar que los siguientes niimeros reales no son racionales:

a) a+b¢, a,beQ, £<Q.

b) {/p., p primo, n € N.
0 V2 -3

V2 -5

d) log, 18.

11. Probar que:

a) (a:a+p) =1, para todo a € Ny para todo p primo.
b) (n?:(n+1)?) =1, todon € N.
c) (a:b)=1= (8a+3b:3a+b) =1.
12. Probar que los valores posibles de (n? —1:3n + 1) (con valores de n € N cualesquiera) son 1, 2, 4, 8.
Hallar para cada uno de estos valores un n € N que lo verifique.

13. Sea p uno de los primos 2, 3, 5, 7. Hallar la maxima potencia de p que divide a 100!.

14. Hallar la maxima potencia de 6 que divide a 100!.

(En cudntos ceros termina 2017!7

2.4 CONGRUENCIAS

1. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencia, dando todas las soluciones no congruentes segtin el médulo indicado,

y todas las soluciones enteras.

a) 132z = —21 mod 18.
b) 100z = 15 mod 35.
c) —1050x = 15 mod 351.

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones de congruencias.

a)
=2 mod3
=3 mod?5b

3r=0 mod 15
52 =13 mod 11

2r=1 mod 5
52 =13 mod 6
=11 mod 17

3. Dado un entero positivo a con desarrollo decimal a,a,_1 ...a1ag, probar los siguientes criterios de divisibilidad:

a) Divisibilidad por 3:
a=0mod3<a,+a, 1+ -+a+ay =0 mod 3.
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10.

b) Divisibilidad por 5:
a=0mod 5 < aqp =0 mod 5.

c) Divisibilidad por 9:
a=0mod9<a,+a,_1+---+ay+a=0mod9.

d) Divisibilidad por 11:
a=0mod 11 ag—a; +a2—az+ -+ (—=1)"a, =0 mod 11.

Sea p un primo. Probar que

ab=0modp<a=0modpVb=0 mod p.

Sea p primo. Probar que

(a+b)P" =a?" + " mod p,
para todo a,b € Z,n € N.

Calcular el resto de la divisién de n por m segin se indica en cada caso:

a) n =307, m =61.

b) n = 477385 m = 17.

c) n=3-9"-2.42%; m = 11.
d)n=3"3",2-3m=17

. Seam € N. Dada la relacién =, de congruencia médulo m, se designa con Z,, al conjunto cociente Z/ =y

Zm = {[0]ms [y - -+, [m — 1]}

Probar que Z,, es un anillo conmutativa con neutro [0],,, e identidad [1],, con las operaciones de suma y producto entre

clases de congruencia siguientes:

[a]m + [V]m = [a + bl
[a}m ! [b]m = [CL : b}m.

Se denota con U, a las unidades de Z,, (es decir, aquellos elementos que tienen inverso multiplicativo).

Probar que [1],, € U, y que U, es cerrado bajo el producto (es decir, que el producto de dos elementos de U, es

también un elemento de U,,).

Probar ademds que [a],, € Uy, implica [a];,} € U,

Hacer la tabla para el producto en U,, para m = 2,3,5,6, 10, 17.
Sim =2,3,5,7,11, averiguar qué elementos de Z,, tienen raices cuadradas o cbicas.

Dado un primo p, factorizar el polinomio z? — x en Z,[x].



